Topologie (FS 17) D-MATH
Prof. Dr. Wendelin Werner

Losung: Serie 1

1. a) Sei {x,}nen C E eine Folge und z,y € E so dass sowohl z,, — z als auch
T, — y im metrischen Raum (£, d). Mit (iii) bekommen wir

d(z,y) < d(z,z,) + d(zn,y) — 0 fiir n — oo.
Das heisst, d(z,y) = 0. Also z =y, wegen (i).

b) Wir wéhlen als metrischen Raum R mit der Standardmetrik. Als Folge
betrachten wir (x,,)nen mit z, = n. Um zu sehen, dass diese Folge keinen
Grenzwert besitzt, nehmen wir an, es existiere ein Grenzwert x € E von
(zn)nen. Dann existiert ein N € N, so dass fiir alle n > N gilt, x,, €
(z — 3,2+ 1). Dies ist jedoch nicht méglich, da (z — %,z + 3) hochstens
eine natiirliche Zahl und somit hochstens ein Folgenglied enthélt.

2. Beachte dass By(z,r) € Tq (x € E, r > 0); namlich, wenn y € By(z,r) und
s:=d(x,y), dann gilt By(y,r — s) C Bg(z,r).
(a) “=": Sei x € E und € > 0. Dann gilt By, (z,€¢) € Tg, C Ta,, letztere
Inklusion nach Annahme. Also existiert nach Definition von 74, ein 4 > 0 so
dass By, (z,6) C Bg,(x,€). “<=" Wenn O € T3, und z € O, dann existiert
e > 0 so dass By, (z,e) C O. Nach Annahme gibt es 6 > 0 so dass Bg,(z,d) C
By, (z,€) C O; also gilt O € Tg,.
(b) Wegen d; < Cdy haben wir By, (x,r/C) C By, (z,r) (r > 0, x € E). Nam-
lich, wenn ds(z,y) < r/C dann gilt di(z,y) < Cda(z,y) < r. (a) impliziert
nun dass 7q, C T4,.
(c) folgt aus (b).
Erinnerung: Eine Folge {x, },en C F konvergiert beziiglich einer Metrik d auf
E gegen x € E genau dann wenn es fiir jedes € > 0 ein N € N gibt so dass
Zp € Bg(z,€) fir n > N.
(d) Angenommen T4, C T4, und z,, — z bezliglich dy. Sei ¢ > 0. Mit (a)
finden wir § > 0 so dass Bg,(x,d8) C By, (z,€). Weil z,, — x beziiglich d
existiert N € N so dass x,, € Bg,(z,0) C Bg,(z,€) fiir n > N. Daher gilt
T, — x beziiglich d;.
(e) folgt aus (d).



3. Gegeben ein endlich-dimensionaler normierter K-Vektorraum (E,|-||), wéh-
le eine Basis (by,...,bq) von E und definiere die Abbildung ¢ : K¢ — E

durch p(x) := Z?Zl z;b; fir © = (21,...,24) € K% ¢ ist ein Vektorraum-
Isomorphismus. Die Funktion p := ||-|| o ¢ : K% — [0, 00) ist (Lipschitz) stetig,
denn fiir z,y € K? gilt
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Hier bezeichnet ||z|leux := 1|acj|2)1/2 (r € K?) die euklidische Norm auf
K?. Es bezeichne S := {3: € Kd C 1z llewa = 1} Weil S ¢ K kompakt ist
(beziiglich der ||z||euxi-induzierten Metrik), p|S strikt positiv und p stetig ist,
existieren nach dem Extremalwertsatz (den wir spéter auch nochmal beweisen)
0 <m < M < oo so dass p(S) C [m,M]. Folglich, unter Benutzung der
Homogenitat der Norm, haben wir fiir alle z € F,

gl H ( v (2) >
=p| = — | € [m, M].
It (2 llewa ([~ )||euk1 1o~ (2) leuta
Dies bedeutet dass die Normen ||-|| und [|*||euk © ¢! dquivalent sind. Da dies

fiir alle Normen auf FE gilt ist die Behauptung bewiesen.



4. a)

Wir beweisen, dass die drei Axiome einer Metrik erfiillt sind. Die Axiome
(i) und (ii) sind offensichtlich erfiillt. Seien also z,y, 2 € R%. Dann gilt fiir

TFYF

dp(z,z) <ds(x,0) + da(0,2) < do(x,0) + da(0,y) + da(y,0) + d2(0, 2)
= dp(x,y) +dp(y,z).

Falls z = y # z, so gilt
dP(xVZ) - dp(y,Z) - dp(l',y) + dp(y,Z)

und analog fiir z # y = z, dp(x,2) = dp(z,y) + dp(y, 2). Falls, x =y = z,
so ist
dp(.ﬁl?,Z) =0= dp(l',y) + dP(Z/?’Z)‘

Damit ist auch die Dreiecksungleichung gezeigt.

Der Grenzwert der Folge z,, = (1/n,1/n) beziiglich der Standardmetrik ist

0:
1\* [/1)\?
da(xy,,0) = (—) +(—) — 0 fiir n — oo.
n n

Beziiglich der Metrik dp aus Teilaufgabe a) konvergiert die Folge z, =
(1/n,1/n) ebenfalls gegen 0, denn

dp(x,,0) = da(z,,0)
fiir alle n € N.

Der Grenzwert der Folge x,, = (1/n,1) beziiglich der Standardmetrik ist
(0,1):

n n

dg(acn,(O,l))z\/(l—())g—l—(l—l)zzl—>0fﬁrn—>oo.

Beziiglich der Metrik dp konvergiert die Folge z,, = (1/n,1) jedoch nicht.
Sei # € R? beliebig. Dann ist

d(xp,x) = da(zy,0) +d2(0,2) >14+0=1

falls z,, # z und d(z,,, ) = 0 falls z,, = z. Da alle Folgenglieder verschieden
sind, kann d(x,,, z) fiir hochstens ein n € N kleiner als 1 sein. Somit kann
(Zn)nen nicht gegen z konvergieren. Da x beliebig gewihlt war, folgt die
Behauptung.

Achtung: Es geniigt nicht zu zeigen, dass (0, 1) kein Grenzwert der Folge
xn = (1/n,1) beziiglich der Metrik dp ist. Wieso?



5. Wir zeigen zuerst, dass D eine Metrik ist. Da [0, 1] kompakt und = — |f(x) —
g(z)| stetig ist, wird das Supremum angenommen (d.h. es kann nicht +o0
sein). Somit ist D eine wohldefinierte Funktion von C([0,1]) x C([0,1]) nach
R. Die Axiome (i) und (ii) einer Metrik sind erfiillt. Seien f,g,h € C([0,1]).
Die Dreiecksungleichung folgt aus

D(f,h) = sup |f(z) —h(z)| < sup (|f(z)—g(@)|+ |g(z) — h(=)])

x€]0,1] x€10,1]
< sup |f(z) —g(x)[+ sup |g(z) — h(z)]

z€[0,1] z€[0,1]
= D(f,g9) + D(g,h),

wobei die erste Ungleichung aus der Dreiecksungleichung der Betragsfunktion
folgt.

Wir zeigen nun, dass d; eine Metrik ist. Aus der Kompaktheit von [0, 1] und
der Stetigkeit des Integranden folgt, dass das Integral konvergiert. Somit ist
dy eine wohldefinierte Funktion von C([0,1]) x C([0,1]) nach R. Das Axiom
(i) der Metrik folgt direkt aus der Positivitdt und Stetigkeit des Integranden.
Beachten Sie, dass die Stetigkeit dazu notwendig ist. Dieses Problem werden
Sie in der Vorlesung Mass und Integral noch detailierter betrachten. Axiom
(ii) ist trivial. Seien f, g, h € C(]0,1]). Dann ist

/ (@) - h(a)\de

< / (1f(2) — g(@)] + |g() — h(z)])da
0

— [ 1@ = g(@lda + [ lgfo) - hia)ldz
0 0
— di(f.9) + d(g.)

womit die Dreiecksungleichung ebenfalls erfiillt ist.
Wir betrachten die Folge (f,,)nen mit f,,(z) = 2™. (fn)nen konvergiert beziiglich
d; gegen die Nullfunktion 0:

1
na n - - " T fii .
dy(f. /|f 0|ldx = / dz n~|—1—>0 ir n — oo

Achtung: Die Funktionenfolge f, konvergiert nicht punktweise gegen die
Nullfunktion, da f, (1) = 1 fiir alle n € N. Die Folge f,, konvergiert jedoch fast
iiberall gegen die Nullfunktion. Mehr dazu ebenfalls in der Vorlesung Mass
und Integral.

Es bleibt zu zeigen, dass (fy)nen beziiglich D nicht gegen die Nullfunktion
konvergiert. Wahle € = % Dann gilt fiir alle N € N und alle n > N,

D(fn,0) = sup |fu(z)—0[=|fu()[=1Le.

z€[0,1]
Es gilt sogar, dass f,, iiberhaupt keinen Grenzwert in (C’ ([0, 1]),D) besitzt.
Wieso?
Bemerkung: Konvergenz beziiglich der Metrik D entspricht gleichméssiger

Konvergenz.



6. (a) Wir beweisen zuerst, das folgende Lemma. Falls eine Funktion

®: [0,00) — [0, 00)
die drei Bedingungen
(1) ®(0) =0 und ®(z) # 0 fiir x # 0,
(2) @ ist monoton steigend,
(3) fiir alle a,b € [0,00) gilt D(a + b) < P(a) + P(b),

erfiillt, und (F, d) ein metrischer Raum ist, so ist auch (E, ®od) ein metrischer
Raum.

Beweis. Wir priifen die Axiome einer Metrik fiir ® o d, siche Aufgabe 1. Aus
der ersten Bedingung an ® folgt direkt Axiom (i). Axiom (ii) ist klar. Es bleibt
die Dreiecksungleichung. Seien z,y, 2z € E. Dann gilt

@ (d(z,2)) < @(d(z,y) +d(y, 2)) < @(d(z,y)) + 2 (d(y, 2))
wobei wir die Bedingungen (ii) und (iii) an ¢ ausgenutzt haben. O

Um zu zeigen, dass d’ eine Metrik ist, geniigt es nun zu priifen, dass die Funk-

tion y
O(t) = ——
(*) 1+¢

die drei geforderten Bedingungen erfiillt. Bedingung (1) ist klar. Um die Mo-
notonie zu zeigen, leiten wir ® ab und erhalten

1

@@%:u+02

> 0.

Somit ist ® (strikt) monoton steigend. Wir priifen noch Bedingung (3). Fiir
s,t € [0,00) gilt

<I>( —I—t) s+t S n t
8 = g
1+s+t l1+s+¢t 1+4+s+t
S t
< — = D(¢).
SRl el ORI

Weil d’ < d haben wir Ty C Ty (vgl. Aufgabe 2b). Ty C Ty folgt aus Aufgabe
2a und der folgenden Beobachtung: d' = ® o d wobei ®(t) := t/(1 4+ t) mit
®(0) = 0, und ®~! ist stetig bei 0.

Angenommen, d und d’ sind dquivalent. Dann gibt es eine Konstante C’ > 0
so dass

Ve,y e E: d(z,y) <C'd(x,y).

Weil d’ <1 ist dann d beschrankt. (Damit haben wir die Kontraposition der
behaupteten Aussage gezeigt.)



(b) Ja, solch eine Metrik existiert. Die Metrik d := ®odgiy, mit ®(t) = t/(1+1)
(oder noch besser ®(¢) = min(t, 1)), ist nicht nur auf B(X, R) sondern auf ganz
RX definiert, und hat die beiden geforderten Eigenschaften: Wegen (a) haben
wir Tg = Ta,,, auf B(X,R). Weiter, weil ® die Eigenschaft

V Folge {t,}nen CR: ®(t,) - 0<t, =0
hat, gilt fiir jedes f € R¥ und jede Funktionenfolge {f,}neny C R,

d(fafn) —0 <:}dglm(fafn) — 0.

Letzteres bedeutet dass Konvergenz beziiglich der Metrik d gleichméassige Kon-
vergenz ist.



